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ESTIMATING WITH A GIVEN ACCURACY OF THE COEFFICIENTS AT NONLINEAR TERMS OF 

UNIVARIATE POLYNOMIAL REGRESSION USING A SMALL NUMBER OF TESTS IN AN 

ARBITRARY LIMITED ACTIVE EXPERIMENT 

We substantiate the structure of the efficient numerical axis segment an active experiment on which allows finding estimates of the coefficients for 
nonlinear terms of univariate polynomial regression with high accuracy using normalized orthogonal Forsyth polynomials with a sufficiently small 

number of experiments. For the case when an active experiment can be executed on a numerical axis segment that does not satisfy these conditions, we 

substantiate the possibility of conducting a virtual active experiment on an efficient interval of the numerical axis. According to the results of the ex-
periment, we find estimates for nonlinear terms of the univariate polynomial regression under research as a solution of a linear equalities system with 

an upper non-degenerate triangular matrix of constraints. Thus, to solve the problem of estimating the coefficients for nonlinear terms of univariate 

polynomial regression, it is necessary to choose an efficient interval of the numerical axis, set the minimum required number of values of the scalar 
variable which belong to this segment and guarantee a given value of the variance of estimates for nonlinear terms of univariate polynomial regression 

using normalized orthogonal polynomials of Forsythe. Next, it is necessary to find with sufficient accuracy all the coefficients of the normalized or-

thogonal polynomials of Forsythe for the given values of the scalar variable. The resulting set of normalized orthogonal polynomials of Forsythe al-
lows us to estimate with a given accuracy the coefficients of nonlinear terms of univariate polynomial regression in an arbitrary limited active exper-

iment: the range of the scalar variable values can be an arbitrary segment of the numerical axis. We propose to find an estimate of the constant and of 

the coefficient at the linear term of univariate polynomial regression by solving the linear univariate regression problem using ordinary least squares 
method in active experiment conditions. Author and his students shown in previous publications that the estimation of the coefficients for nonlinear 

terms of multivariate polynomial regression is reduced to the sequential construction of univariate regressions and the solution of the corresponding 
systems of linear equalities. Thus, the results of the paper qualitatively increase the efficiency of finding estimates of the coefficients for nonlinear 

terms of multivariate polynomial regression given by a redundant representation. 
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О. А. ПАВЛОВ 

ОЦІНЮВАННЯ ІЗ ЗАДАНОЮ ТОЧНІСТЮ КОЕФІЦІЄНТІВ ПРИ НЕЛІНІЙНИХ ЧЛЕНАХ 

ОДНОВИМІРНОЇ ПОЛІНОМІАЛЬНОЇ РЕГРЕСІЇ ПРИ МАЛІЙ КІЛЬКОСТІ ВИПРОБУВАНЬ 

ДОВІЛЬНОГО ОБМЕЖЕНОГО АКТИВНОГО ЕКСПЕРИМЕНТУ 

Обґрунтовується структура ефективного відрізка числової осі, проведення на якому активного експерименту для знаходження оцінок коефі-

цієнтів при нелінійних членах одновимірної поліноміальної регресії за допомогою нормованих ортогональних поліномів Форсайта дозволяє 

при досить малій кількості експериментів знаходити оцінки з високою точністю. Для випадку, коли активний експеримент може бути реалі-

зований на відрізку числової осі, що не задовольняє цим умовам, обґрунтовується можливість проведення віртуального активного експери-

менту на ефективному відрізку числової осі, за результатами якого в результаті розв’язання системи лінійних рівностей з верхньою трикут-

ною невиродженою матрицею обмежень знаходяться оцінки при нелінійних членах досліджуваної одновимірної поліноміальної регресії. 
Таким чином, для розв’язання задачі оцінювання коефіцієнтів при нелінійних членах одновимірної поліноміальної регресії необхідно вибра-

ти ефективний відрізок числової осі, задати мінімально необхідну кількість значень скалярної змінної, що належать цьому відрізку і гаран-

тують задану величину дисперсії оцінок при нелінійних членах одновимірної поліноміальної регресії з використанням нормованих ортого-
нальних поліномів Форсайта. Далі необхідно з достатньою точністю знайти всі коефіцієнти нормованих ортогональних поліномів Форсайта 

для заданих значень скалярної змінної. Отриманий набір нормованих ортогональних поліномів Форсайта дозволяє оцінювати із заданою 

точністю коефіцієнти при нелінійних членах одновимірної поліноміальної регресії при довільному обмеженому активному експерименті – 
область зміни значень скалярної змінної може бути довільним відрізком числової осі. Оцінку константи та коефіцієнта при лінійному члені 

одновимірної поліноміальної регресії пропонується знаходити внаслідок розв’язання задачі лінійної одновимірної регресії за допомогою 

стандартного методу найменших квадратів в умовах активного експерименту. У попередніх публікаціях автора та його учнів було показано, 
що оцінювання коефіцієнтів при нелінійних членах багатовимірної поліноміальної регресії зводиться до послідовної побудови одновимір-

них регресій та розв’язання відповідних систем лінійних рівностей. Таким чином, результати статті якісно підвищують ефективність знахо-

дження оцінок коефіцієнтів при нелінійних членах багатовимірної поліноміальної регресії, яка задана надлишковим описом. 
Ключові слова: одновимірна поліноміальна регресія, багатовимірна поліноміальна регресія, нормовані ортогональні поліноми Фор-

сайта, надлишковий опис, лінійні рівності, умовний активний експеримент 
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А. А. ПАВЛОВ 

ОЦЕНКА С ЗАДАННОЙ ТОЧНОСТЬЮ КОЭФФИЦИЕНТОВ ПРИ НЕЛИНЕЙНЫХ ЧЛЕНАХ 

ОДНОМЕРНОЙ ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ РЕГРЕССИИ ПРИ МАЛОМ КОЛИЧЕСТВЕ 

ИСПЫТАНИЙ ПРОИЗВОЛЬНОГО ОГРАНИЧЕННОГО АКТИВНОГО ЭКСПЕРИМЕНТА 

Обосновывается структура эффективного отрезка числовой оси, проведение на котором активного эксперимента для нахождения оценок 
коэффициентов при нелинейных членах одномерной полиномиальной регрессии с помощью нормированных ортогональных полиномов 

Форсайта позволяет при достаточно малом количестве экспериментов находить оценки с высокой точностью. Для случая, когда активный 

эксперимент может быть реализован на отрезке числовой оси, не удовлетворяющем этим условиям, обосновывается возможность 
проведения виртуального активного эксперимента на эффективном отрезке числовой оси, по результатам которого в результате решения 

системы линейных равенств с верхней треугольной невырожденной матрицей ограничений находятся оценки при нелинейных членах 

исследуемой одномерной полиномиальной регрессии. Таким образом, для решения задачи оценивания коэффициентов при нелинейных 
членах одномерной полиномиальной регрессии необходимо выбрать эффективный отрезок числовой оси, задать минимально необходимое 

количество значений скалярной переменной, принадлежащих этому отрезку и гарантирующих заданную величину дисперсии оценок при 

нелинейных членах одномерной полиномиальной регрессии с использованием нормированных ортогональных полиномов Форсайта. Далее 
необходимо с достаточной точностью найти все коэффициенты нормированных ортогональных полиномов Форсайта для заданных значений 

скалярной переменной. Полученный набор нормированных ортогональных полиномов Форсайта позволяет оценивать с заданной точностью 

коэффициенты при нелинейных членах одномерной полиномиальной регрессии при произвольном ограниченном активном эксперименте – 

область изменения значений скалярной переменной может быть произвольным отрезком числовой оси. Оценку постоянной и коэффициента 

при линейном члене одномерной полиномиальной регрессии предлагается находить вследствие решения задачи линейной одномерной 

регрессии с помощью стандартного метода наименьших квадратов в условиях активного эксперимента. В предыдущих публикациях автора 
и его учеников было показано, что оценивание коэффициентов при нелинейных членах многомерной полиномиальной регрессии сводится к 

последовательному построению одномерных регрессий и решению соответствующих систем линейных равенств. Таким образом, 

результаты статьи качественно повышают эффективность нахождения оценок коэффициентов при нелинейных членах многомерной 
полиномиальной регрессии, заданной избыточным описанием. 

Ключевые слова: одномерная полиномиальная регрессия, многомерная полиномиальная регрессия, нормированные ортогональные 
полиномы Форсайта, избыточное описание, линейные равенства, условный активный эксперимент 

Introduction. Univariate and multivariate regression 

models are widely used [1–8] in modern information di-

agnostic systems in various fields of human activity, for 

example, in medicine. Finding, with a given accuracy, 

estimates of the coefficients of univariate polynomial re-

gression (UPR) and multivariate polynomial regression 

(MPR) is still a serious theoretical problem today. 

Works [9, 10] substantiate the possibility of reducing 

the sufficiently efficient estimating of the coefficients at 

nonlinear terms of the MPR in an active experiment to 

successive building of a UPR. The coefficients at nonline-

ar terms of the UPR are the right-hand sides of the sys-

tems of linear equalities, whose unknowns are the coeffi-

cients at the nonlinear terms of the MPR. Thus, the effi-

cient finding of estimates at nonlinear terms of the UPR 

reduces the problem of estimating the coefficients of the 

MPR to the standard problem of finding the coefficients of 

linear multivariate regression in an active experiment. In 

this paper, we substantiate a procedure for efficient find-

ing of the coefficients at nonlinear terms of a UPR. The 

procedure is based on the transformation of a real active 

experiment into a virtual one. The formulated problem is 

solved using the results of the virtual experiment together 

with a previously found set of normalized orthogonal pol-

ynomials of Forsythe (NOPFs) which guarantee a speci-

fied variance value of the estimated coefficients. 

General theoretical provisions. Univariate poly-

nomial regression is given in the form 

 𝑌(𝑥) = 𝜃0 + 𝜃1𝑥 + …+ 𝜃𝑟𝑥
𝑟 + 𝐸  (1) 

where 𝑥 is an input scalar variable; 

𝐸 is a random variable with mathematical expec-

tation 𝑀𝐸 = 0 and variance Var(𝐸) = 𝜎2 < ∞, 𝜎2 is 

known, or its upper bound is given. 

An active experiment is designed as follows: the val-

ues of the input variable 𝑥𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛, sequentially enter 

the object (1), we obtain the output values of 

𝑦𝑖 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥𝑖 +⋯+ 𝜃𝑟𝑥𝑖
𝑟 + 𝛿𝑖 where 𝛿i is the 

realization of the random variable 𝛦. Based on the results 

of an active experiment (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛) we find 

estimates �̂�𝑗 of unknown coefficients 𝜃𝑗 , 𝑗 = 0, 𝑟. We will 

find the estimates �̂�𝑗 by the least squares method using 

NOPFs. Let us give the following well-known facts [11]. 

Let us transform the model (1) into a model (2): 

 𝑌(𝑥) =∑ 𝑤𝑗𝑄𝑗(𝑥)
𝑟

𝑗=0
+ 𝐸 (2) 

where 𝑄𝑗(𝑥), 𝑗 = 0, 𝑟, is the 𝑗-th NOPF. 

According to [11], 

 𝜆𝑄𝑗(𝑥) = 𝑥𝑄𝑗−1(𝑥) − 𝛼𝑄𝑗−1(𝑥) − 𝛽𝑄𝑗−2(𝑥), (3) 

where α,  β,  λ are the coefficients determined as follows: 

 𝛼 = ∑ 𝑥𝑖𝑄𝑗−1
2 (𝑥𝑖)

𝑛
𝑖=1 ; (4) 

 𝛽 = ∑ 𝑥𝑖𝑄𝑗−1(𝑥𝑖)𝑄𝑗−2(𝑥𝑖)
𝑛
𝑖=1 ; (5) 

𝜆 = √∑ (𝑥𝑖𝑄𝑗−1(𝑥𝑖) − 𝛼𝑄𝑗−1(𝑥𝑖) − 𝛽𝑄𝑗−2(𝑥𝑖))
2

𝑛
𝑖=1 . (6) 

The first two orthogonal polynomials are calculated 

by the formulas 

 𝑄0(𝑥) =
1

√𝑛
;  

 𝑄1(𝑥) = −
𝑥

√∑ (𝑥𝑖 − 𝑥)
2𝑛

𝑖=1

+
𝑥

√∑ (𝑥𝑖 − 𝑥)
2𝑛

𝑖=1

, (7) 

where 𝑥 =
1

𝑛
∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 . 
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In general case, the 𝑗-th orthogonal polynomial is 

calculated by the formula 

 𝑄𝑗(𝑥) = 𝑞𝑗0 + 𝑞𝑗1𝑥 + ⋯+ 𝑞𝑗𝑗𝑥
𝑗, 𝑗 = 0, 𝑟. (8) 

The recurrent procedure (3) allows us to find all the 

coefficients (8) for 𝑗 = 2, 𝑟 using (7) by values 𝑥𝑖 , 

𝑖 = 1, 𝑛. We find estimates of the coefficients 𝑤𝑗 , 

𝑗 = 0, 𝑟, by the formula 

  �̂�𝑗 = ∑ 𝑦𝑖
𝑛
𝑖=1 𝑄𝑗(𝑥𝑖), 𝑗 = 0, 𝑟, (9) 

and determine the estimates �̂�𝑗, 𝑗 = 0, 𝑟, from the esti-

mates �̂�𝑗 , 𝑗 = 0, 𝑟, as follows: 

  �̂�𝑗 = �̂�𝑟𝑞𝑟𝑗 +⋯+ �̂�𝑗𝑞𝑗𝑗 , 𝑗 = 0, 𝑟. (10) 

The accuracy of the estimate �̂�𝑗, 𝑗 = 0, 𝑟, is evaluated by 

the formula 

  𝑀�̂�𝑗 = 𝜃𝑗 ,  Var(𝜃𝑗) = 𝜎
2∑ 𝑞𝑖𝑗

2𝑗
𝑖=𝑟 . (11) 

It was shown in [12] that the most convenient inter-

val of the numerical axis for an active experiment has the 

form [−|𝑡|, 𝑡], 𝑡 > 1. 

For example, carrying out an active experiment in 

the interval [−50, 50], 𝑥1 = −50,… , 𝑥10 = 50, with an 

equal step, leads to the following estimates [10]: 

 Var(�̂�2) = 𝜎
2 ⋅ 4.26 ⋅ 10−6; 

(12) 
 Var(�̂�3) = 𝜎

2 ⋅ 7.55 ⋅ 10−9; 

 Var(�̂�4) = 𝜎
2 ⋅ 1.4 ⋅ 10−12; 

 Var(�̂�5) = 𝜎
2 ⋅ 1.28 ⋅ 10−15 

where 𝜎2 = Var(𝐸). 
Intervals [𝑢, 𝑣], 𝑢 < 𝑣 < 0 or 0 < 𝑢 < 𝑣, are much 

less efficient for an active experiment using NOPFs: vari-

ances of the estimates �̂�𝑗, 𝑗 ≥ 2, are significantly (by or-

ders of magnitude) larger for a given 𝑛 [12]. Further, we 

will call an interval of the form [−|𝑡|, 𝑡], 𝑡 > 1, an effi-

cient interval. 

Formal statement of the problem and methodolo-

gy for its solving. We solve the following problem. Sup-

pose that a set of NOPFs was built in advance with suffi-

cient accuracy for the interval [– |𝑡|, 𝑡], 𝑡 > 1, and a given 

𝑛 (it is enough to set 𝑏 = 50 and 𝑛 = 10, see (12)). Then 

a real active experiment on an interval [𝑐, 𝑑] where 𝑐 < 𝑑 

are arbitrary real numbers, is reduced to a virtual active 

experiment on an interval [– |𝑡|, 𝑡], 𝑡 > 0, for an artificial-

ly constructed UPR. The problem of estimating the coeffi-

cients at nonlinear terms of this UPR is solved using a pre-

built set of NOPFs found for 𝑥𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑥1 = −|𝑡| < 

< 𝑥2 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑡. It is shown that estimates �̂�𝑗, 

 𝑗 = 2, 𝑟, are a solution of a nondegenerate system of 

linear equalities with an upper triangular structure of the 

constraint matrix. 

Designing a virtual active experiment for a given 

limited active experiment. Let us specify an arbitrary 

polynomial of degree 𝑟: 

  𝑦(𝑥) =𝜃0 + 𝜃1𝑥 + …+ 𝜃𝑟𝑥
𝑟 . (13) 

Let us make the substitute of variables: 

  𝑥 = 𝑎𝑧 + 𝑏 (14) 

where 𝑎 and 𝑏 are the coefficients of linear transfor-

mation. We obtain a polynomial 

  𝑦(𝑧) =𝜃0 + 𝜃1(𝑎𝑧 + 𝑏) + 𝜃2(𝑎𝑧 + 𝑏)
2 +⋯+  

 + 𝜃𝑟(𝑎𝑧 + 𝑏)
𝑟  

or, in equivalent form: 

  𝑦(𝑧) = 𝛾0 + 𝛾1𝑧 +⋯+ 𝛾𝑟𝑧
𝑟 . (15) 

Statement 1. There is a one-to-one correspondence 

between the coefficients of polynomials (13) and (15). 

Proof. We can verify directly for 𝑟 = 2, 3 that the 

systems of linear equalities linking the coefficients 𝜃𝑗 and 

𝛾𝑗  ∀𝑗 have the following form: 

For 𝑟 = 2: 

  (
1 𝑏 𝑏2

0 𝑎 2𝑎𝑏
0 0 𝑎2

)(

𝜃0
𝜃1
𝜃2

) = (

𝛾0
𝛾1
𝛾2
) (16) 

For 𝑟 = 3: 

  (

1 𝑏 𝑏2 𝑏3

0 𝑎 2𝑎𝑏 3𝑎𝑏2

0 0 𝑎2 3𝑎2𝑏
0 0 0 𝑎3

)(

𝜃0
𝜃1
𝜃2
𝜃3

) = (

𝛾0
𝛾1
𝛾2
𝛾3

) (17) 

or in general form: 

  𝑨𝒓(

𝜃0
𝜃1
…
𝜃𝑟

) = (

𝛾0
𝛾1
…
𝛾𝑟

), (18) 

where the matrix 𝑨𝒓 is upper triangular: 

  𝑨𝒓 =

(

 
 

1     
 𝑎  𝑎𝑎𝑎  

  𝑎2   
 0  ⋱  
    𝑎𝑟)

 
 
,  

|𝑨𝒓| = ∏ 𝑎𝑗𝑟
𝑗=0 ≠ 0 and, therefore, there is a one-to-one 

correspondence between the coefficients of the polynomi-

als (13) and (15). 

Corollary. Due to the structure of the matrix 𝑨𝒓, the 

system (18) is solved as follows: 

 𝜃𝑟 =
𝛾𝑟
𝑎𝑟
,  𝜃𝑟−1 = 𝑓(𝑎, 𝑏, 𝜃𝑟 , 𝛾𝑟−1),   

  𝜃2 = 𝑓(𝑎, 𝑏, 𝜃𝑟 , … , 𝜃3, 𝛾2). (19) 

Let the UPR model be given in the form 
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  𝑌(𝑥) = 𝜃0 + 𝜃1𝑥 + …+ 𝜃𝑟𝑥
𝑟 + 𝐸. (20) 

An active experiment can only be carried out for 

values from the range [𝑐, 𝑑], 𝑐 < 𝑑, for which the use of 

NOPFs is inefficient. And for a symmetrical segment 
[𝑧1, 𝑧𝑛], 𝑧1 = −𝑧𝑛, 𝑧𝑛 > 1, a pre-built set of NOPFs for 

the given 

  𝑟,   𝑧1 = −𝑧𝑛 < 𝑧2 < ⋯ < 𝑧𝑛−1 < 𝑧𝑛 , (21) 

guarantees the specified variances of the estimates of the 

UPR coefficients, 𝑗 = 2, 𝑟. For example [10], variances of 

the UPR coefficients for 𝑗 = 2, 5 are determined by (12) 

for 𝑧1 = −50, 𝑧10 = 50, 𝑛 = 10. 

Algorithm for designing a virtual active experiment: 

1. Find a linear relationship 𝑥 = 𝑎𝑧 + 𝑏 satisfying 

the condition 𝑎𝑧1 + 𝑏 = 𝑐, 𝑎𝑧𝑛 + 𝑏 = 𝑑. Verify directly: 

  𝑎 =
𝑑 − с

𝑧𝑛 − 𝑧1
> 0, 𝑏 = 𝑥1 −

𝑑 − с

𝑧𝑛 − 𝑧1
∙ 𝑧1. (22) 

Set 

  𝑥1 = 𝑐, 𝑥𝑗 =  𝑎𝑧𝑗 + 𝑏, 𝑗 = 2, 𝑛 (𝑥𝑛 = 𝑑) (23) 

(𝑥𝑗 > 𝑥𝑗−1, 𝑗 = 2, 𝑛, since 𝑎 > 0, and 𝑧𝑗 > 𝑧𝑗−1). 

2. Carry out an active experiment on the UPR model 

(20) for the values of the input variable 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, given 

by expressions (23). The result of an active experiment is 

a dataset (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), 𝑖 = 1, 𝑛. By virtue of Statement 1, sim-

ultaneously for the UPR model (3), a virtual active exper-

iment was carried out on the following virtual UPR of the 

form 

  𝑌(𝑧) = 𝛾0 + 𝛾1𝑧 + ⋯+ 𝛾𝑟𝑧
𝑟 + 𝐸 (24) 

(see formula (15)), its result is a dataset (𝑧𝑖 , 𝑦𝑖), 𝑖 = 1, 𝑛. 

Using this dataset and the set of pre-built NOPFs (21) find 

with a given accuracy the estimates of the coefficients 𝛾�̂�,

𝑗 = 2, 𝑟, and use them for solving system (18) finding as a 

result the estimates 𝜃�̂�, 𝑗 = 2, 𝑟. 

Thus, the use of a virtual active experiment qualita-

tively simplifies estimating of the coefficients at nonlinear 

terms of an UPR. Finding the estimates of 𝜃0, 𝜃1 is re-

duced to the problem of univariate linear regression under 

active experiment conditions. 

Remark. Theoretical estimates of the accuracy of 

finding the values of 𝛾0, 𝛾1 with the use of NOPFs are 

rough even for 𝑛 ≈ 100 [10] and do not guarantee any-

thing in fact. To estimate them, it is better to use the least 

squares method for 𝑥𝑖 = 0 ∨ 1, 𝑖 = 1, 𝑛, at a large enough 

𝑛 and a low variance Var(𝐸). 
Conclusions. 1. We show that the problem of esti-

mating the coefficients at nonlinear terms of a univariate 

polynomial regression using an arbitrary limited active 

experiment with a given accuracy can be solved with the 

use of one set of pre-built normalized orthogonal polyno-

mials of Forsythe. The polynomials guarantee estimating 

of the coefficients at nonlinear terms of univariate poly-

nomial regression with the specified accuracy in a special-

ly designed virtual active experiment. 

2. We have reduced estimation of the constant and 

the coefficient at the linear term of univariate polynomial 

regression to univariate linear regression problem solving. 

3. The result we obtained qualitatively increases the 

efficiency of estimating the coefficients at nonlinear terms 

of a multivariate polynomial regression given by a redun-

dant representation. The procedure is reduced to the se-

quential building of univariate polynomial regressions and 

solving the corresponding systems of linear equations. 
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