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ПРО КОНЦЕПЦІЮ ВЕКТОРНОЇ ОПТИМІЗАЦІЇ В ЗАДАЧАХ БАГАТОКРИТЕРІАЛЬНОГО 

ВИБОРУ 

Розглядаються задачі багатокритеріального вибору з оцінками претендентів по ряду локальних критеріїв. Відомі підходи до вирішення 
таких задач використовують їх особливості з виділенням відповідних класів задач та ряду припущень, що значно обмежують можливості їх 

практичного застосування. Це використання фіксованих шкал для порівняння значень, які не відповідають реальним діапазонам величин, що 

зіставляються, припущення про наявність лінійних залежностей між оцінками якості та атрибутами рішень, що приймаються,  про 
відсутність нелінійних залежностей між оцінками за локальними критеріями та значеннями параметрів варіантів рішень з різних діапазонів. 

Наведені обставини можуть призводити до втрати адекватності рішень, що приймаються, та викликати неприйнятні наслідки.  Викладається 

підхід до процедур багатокритеріальної оптимізації на основі змісту оптимізації як вибору претендента рішення з кращими значеннями 
обраного векторного критерію у складі елементів допустимої множини рішень. Для пошуку рішення пропонується використовувати 

узагальнений критерій у вигляді скалярного добутку векторів, один з яких містить компонентами значення локальних критеріїв для 

претендента рішення, а інший є віртуальним вектором еталону цілі у заданому просторі з кращими або прогнозованими значеннями. Для 

порівняння претендентів пропонуються підходи до формування підмножини Парето-оптимальних рішень як сукупності рішень за 

узгодженими локальними критеріями, використовуючи серію поступок за локальними критеріями, що представлені математичними 

моделями з виділенням альтернативних варіантів зміни значень оцінок локальних критеріїв, які дозволяють формувати узгоджені рішення. 
Результати аналізу дозволяють використовувати підходи, що пропонуються, для формування підмножини ефективних рішень у складі 

підсистем підтримки прийняття рішень, що забезпечують оперативне управління динамічними процесами обслуговування та виробництва. 

Ключові слова: критерії, вектори, багатокритеріальна оптимізація, локальні критерії, еталонний вектор цілі, підсистеми прийняття 
рішень. 
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ON THE CONCEPT OF VECTOR OPTIMIZATION IN THE TASKS OF MULTICRITERIAL CHOICE 

Problems of multi-criteria choice with estimates of applicants by a number of local criteria are considered. Known approaches to the solution of such 
problems use their peculiarities with the allocation of the corresponding classes of problems and a number of assumptions that significantly limit the 

possibilities of their practical application. This is the use of fixed scales to compare values that do not correspond to real ranges of values, the 
assumption of linear relationships between quality assessments and decision attributes, the absence of nonlinear relationships between estimates of 

local criteria and parameter values of solutions from different ranges. The given circumstances can lead to the loss of adequacy of the taken decisions 

and cause unacceptable consequences. An approach to procedures of multi-criteria optimization based on the content of optimization as a choice of a 
solution applicant with the best values of the chosen vector criterion within the elements of the admissible solution set is outlined. To find a solution, it 

is suggested to use a generalized criterion in the form of a scalar product of vectors, one of which contains components of the values of local criteria 

for the solution pretender, and the other is a virtual vector of the target reference in a given space with the best or predicted values. To compare the 
applicants, we propose approaches to forming a subset of Pareto optimal solutions as a set of solutions by consistent local criteria, using a series of 

concessions on the local criteria represented by mathematical models with the allocation of alternatives to change the values of local criterion 

estimates, allowing the formation of consistent solutions. The results of the analysis allow us to use the proposed approaches to form a subset of 
effective solutions in the decision support subsystems, providing operational management of dynamic processes of service and production 

Keywords: criteria, vectors, multi criteria optimization, local criteria, reference target vector, decision subsystems. 

Вступ. Задачі багатокритеріального вибору фор-

малізують процес визначення кращого варіанту, вико-

ристовуючи зіставлення характеристик претендентів, 

що аналізуються, на основі низки критеріїв із засто-

суванням методів багатокритеріальної оптимізації. 

Якщо для порівняння варіантів вибору викорис-

товувати простір, утворений векторами, що визнача-

ють оцінки по обраним критеріям, то підсумкові 

оцінки претендентів можуть бути розглянуті з позицій 

узагальненого критерію ефективності у вигляді 

вектору, в якому компонентами є оцінки по локальним 

критеріям. 

Не втрачаючи загальності можна вважати, що за 

допомогою адекватних перетворень всі критерії 

можуть бути приведені до максимізації значень. Тоді 

можна запропонувати підхід до процедур багатокри-

теріальної оптимізації, оснований на змісті процедур 

оптимізації як виборі претенденту на вирішення 

задачі, що має кращі значення обраного векторного 

критерію, який визначає цільові переваги оптимізації 

у складі елементів допустимої множини рішень. 

Кращі значення векторного критерію означають, що 

значення жодного із локальних критеріїв, як компо-

нентів узагальненого критерію, не можуть бути поліп-

шені без погіршення значень інших критеріїв. 

Постановка задачі. Напрямок оптимізації рі-

шень, що приймаються, може бути визначено деяким 

вектором, значеннями компонент якого повинні бути 

максимальні оцінки значень локальних критеріїв 

відповідно до зроблених припущень, що таким чином 

призводить до формування простору рішень у складі 

доступних варіантів. 

Область допустимих рішень визначається пере-

тином підмножин для допустимих значень змінних, 

які визначають варіанти рішень, що приймаються, 

шляхом використання сукупності обмежень та/або 

формування допустимих значень параметрів вектору 

вибору у складі наявних варіантів. 

Зазвичай задачі векторної оптимізації розгля-

даються як завдання багатокритеріальної оптимізації. 

При цьому виділяються окремі класи задач зі специ-

фічними особливостями, які дозволяють застосову-

вати відповідні підходи та алгоритми рішень, в 

наслідок чого зникає їх універсальність, відбувається 
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втрата ознак загальності результатів і відповідності 

змісту концепції векторної оптимізації, оскільки її 

результати формуються як об'єднання рішень, кожне з 

яких є скалярною оптимізацію по одному з локальних 

критеріїв, а в інших випадках використовуються 

лінійні перетворення параметрів і змінних задачі з 

урахуванням низки припущень (лінійність, відсутність 

залежностей та ін.) [1]. 

Врахування структурних особливостей задачі 

багатокритеріальної оптимізації найяскравіше демон-

струється на підході, запропонованому Т. Сааті як 

метод аналізу ієрархій [2]. В результаті його засто-

сування формується ієрархія критеріїв з використан-

ням фіксованої шкали порівнянь та низки припущень, 

що дозволяють застосувати лінійні перетворення та 

дозволяють швидко отримати оцінку доцільності 

вибору варіанту рішення серед доступних альтер-

натив. Допущення, що використовуються у методі 

аналізу ієрархій, є досить спірними і часто не мають 

місця в практичних ситуаціях. Це ігнорування 

наявності критеріїв, незрівнянних між собою за 

важливістю, виходячи з їх змісту, використання шкали 

порівнянь із застосуванням набору фіксованих рівнів, 

однакових для всіх можливих порівнянь з  ігнору-

ванням наявності існуючих діапазонів значень, запро-

вадження різноманіття результатів порівнянь в 

залежності від проведення порядку порівнянь, що 

призводять до появи невизначеності, ігнорування 

наявності нелінійних залежностей між різними діа-

пазонами значень, що порівнюються. Однак, незва-

жаючи на це, простота отримання оцінок та певна 

правдоподібність обчислень призвели до широкого 

поширення методу аналізу ієрархій з ігноруванням 

можливості отримання помилкових результатів через 

використання спрощених припущень [3]−[9]. 

У загальному випадку, початковий зміст обчис-

лень, що вкладається в поєднання термінів «векторна 

оптимізація», передбачає можливість побудови 

процедури вибору деякого вектору із заданої підмно-

жини, що є сукупністю варіантів векторів, допустимих 

для використання згідно ряду обмежень як вирішення 

задачі вибору найкращого варіанту серед доступних 

альтернатив за значенням векторного критерію. 

З цією метою кожен з варіантів вирішення у 

вигляді вектору з допустимої множини повинен 

містити у складі своїх компонент складові, величини 

яких дозволяють порівнювати доступні варіанти 

вирішення за значеннями оцінок локальних критеріїв. 

В роботі пропонується використання концепції 

векторної оптимізації з формуванням вектору цілі, 

який задає напрямок оптимізації, та підмножини век-

торів, що визначають допустимі варіанти вирішення 

задачі вибору. Тоді результатом вирішення задачі 

може бути визначення вектору з наявними оцінками 

характеристик варіантів вибору по локальним 

критеріям у складі допустимої множини за умови 

максимізації скалярного добутку цього вектору та 

вектору, що визначає цілі оптимізації. Дискретність 

підмножини доступних векторів задачі для вибору 

найкращого варіанту призводить до неприйнятності 

застосування існуючих процедур оптимізації у просто-

рі безперервних значень. 

У якості локальних критеріїв можуть бути вико-

ристані не тільки значення деяких цільових функцій, а 

також визначення стану задоволення заданим обме-

женням, а також оцінки значень ступеню такого задо-

волення (нечіткі множини) з рівнем прийнятної 

величини значимості, що задається відповідно до при-

ведення до деякої числової шкали вимірювань [10]. 

Таким чином, цільовий вектор може бути пред-

ставлений набором локальних критеріїв оптималь-

ності з компонентами, склад яких визначається зміс-

том задачі, виходячи зі специфіки предметної області 

та умов прийняття рішень. 

Зіставлення значень критеріїв різного змісту та з 

різними фізичними одиницями виміру можливе при 

перетворенні їх величини до відносних значень. Крім 

цього, для врахування відмінностей рівнів важливості 

окремих критеріїв можна використовувати процедури 

експертного оцінювання значень їх коефіцієнтів 

важливості [11]. 

Відповідно до концепцій, що пропонуються в 

роботі, а також, враховуючи наявність різних діапа-

зонів та одиниць вимірювання значень критеріїв, різні 

рівні їх важливості, для отримання адекватних оцінок 

має сенс використовувати процедури нормування кри-

теріїв за кращими значеннями [12]. 

За змістом аналізу, наведеному в роботі [13], 

обсяг досліджень, присвячений багатокритеріальній 

оптимізації та підтримці прийняття рішень, свідчить 

про наявність широкого кола не повністю вирішених 

питань, що визначають нові напрямки досліджень. 

Будемо вважати, що множина допустимих 

рішень представлена множиною D , що складається з 

низки претендентів для вибору, які задані векторами 

jX , j J . 

Значення компонент векторів претендентів вирі-

шення  j i jxX , j J , обмежені допустимими зна-

ченнями, що визначаються відповідними підмно-

жинами. Тоді множина допустимих рішень матиме 

вигляд 

   1 2, , ..., : , , , ,n j i j i j ix x i j    D X X X X G I J
 

де iG  підмножина допустимих значень параметрів 

i-го локального критерію. 

Будемо вважати, що претенденти вибору можна 

порівняти між собою за значеннями введених локаль-

них критеріїв ефективності 

   , 1, 2, ..., .if i m I
 

Кожен претендент вибору j X D  є вектором ви-

рішення задачі вибору  1 2, , ...,j j j m jx x xX , компо-

ненти якого визначають значення контрольованих 

параметрів претендентів вирішення задачі вибору і які 

можуть бути оцінені локальними критеріями. 

Тоді для кожного значення компонента вектору 

рішення j X D  за допомогою визначеної процедури 
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може бути знайдено значення i-го локального кри-

терію, i I ,  i j i jq f X , що залежить від значень 

відповідних компонентів вектору претендента вибору 

у вигляді значень його параметрів, режимів або умов 

функціонування відповідно до змісту задачі і допус-

тимих величин.  

В результаті цих дій може бути сформований  

векторний критерій якості претендента 

      , .j i j i j jq f  Q X X X D
 

Якщо підмножини допустимих значень не пере-

тинаються 
1 21 2 1 2, , : ,i ii i I i i G G       то визна-

чення параметрів варіанту вибору претенденту, які 

забезпечують екстремальне значення кожного локаль-

ного критерію, може виконуватися незалежно від 

проведення інших аналогічних оцінок. У такому разі 

загальним результатом рішення буде суперпозиція або 

об'єднання окремих локальних рішень. 

Інакше, якщо 
1 21 2 1 2, , : ,i ii i I i i G G       ре-

зультат, який необхідно визначити відповідно до 

прийнятої концепції багатокритеріальної оптимізації, 

може бути знайдений як компромісне Парето-опти-

мальне рішення з урахуванням рівнів важливості 

окремих критеріїв. 

Для визначення вирішення задачі вибору слід 

врахувати, що значення оцінок локальних критеріїв, 

перш за все, залежать від обсягів необхідних ресурсів, 

які визначають можливості та характеристики резуль-

татів прийняття рішень, що мають бути досягненні. 

Зміст таких залежностей визначається особливостями 

та умовами їх побудови, а їх ідентифікація може бути 

отримана на основі технологій дослідження операцій, 

системного аналізу та математичного моделювання. 

Результативність векторної оптимізації варіантів 

прийнятих рішень можна оцінити рівнем наближення 

до віртуального зразка еталону вирішення задачі 

вибору.  

Віртуальним зразком еталону вирішення може 

бути цільовий вектор, побудований експертним фор-

муванням його компонент і значень, на основі кращих 

або прогнозованих оцінок локальних критеріїв з ура-

хуванням їх рівнів важливості на момент прийняття 

рішень.  

Оцінка наближення вектору поточного варіанту 

вирішення до вектору віртуального еталону може бути 

отримана в результаті скалярного добутку цих 

векторів. 

Розглянемо m-вимірний простір, утворений 

локальними критеріями  1 2, , ..., mf f f . Тоді у даному 

просторі можна розглянути цільовий вектор F, що 

представлений вектором віртуального еталону.  

З урахуванням прийнятих припущень та викорис-

тання процедур нормалізації координати цього векто-

ру можуть бути надані одиничними значеннями. 

Тоді 

 1, 1, ..., 1 .F
 

У результаті процес векторної оптимізації може 

бути подано процесом вибору кращого варіанту рі-

шень, що приймаються, у вигляді визначення вектору 

вирішення задачі вибору 
* X D  на основі значень 

узагальненого критерію у вигляді максимального 

скалярного добутку сформованого вектору оцінок за 

локальними критеріями для претендента вирішення і 

вектору віртуального еталона F, рис. 1: 

 

Рис. 1.  Візуалізація векторної оптимізації у тривимірному 

просторі локальних критеріїв 

Якщо виділити ресурси та їх вартості  l , 

 , ,le l L  величини яких впливають на значення 

приватних критеріїв, то для пошуку Парето-опти-

мальних рішень необхідно отримати та викорис-

товувати функціональні залежності значень оцінок 

локальних критеріїв для формування компромісних 

рішень. 

Ідентифікація залежностей  i j i jq f X передба-

чає визначення функціональної залежності впливу 

величин ресурсів  i l   , , ,i l I L  що виділя-

ються, та їх питомих вартостей  le e , ,l L  на 

значення оцінок локальних критеріїв. Тоді відповідні 

залежності матимуть вигляд 

    : , , , , .i j i j i jq q f i j l    Q X e I J L
 

Вважаючи, що різні критерії мають різний рівень 

важливості, будемо використовувати коефіцієнти важ-

ливості  ,ir i R I . 

В результаті, векторна оптимізація рішень, що 

приймаються, може бути представлена наступною 

задачею. Знайти 
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   ,i i jx X D
 

(4) 

 , , ,i j ix i j  G I J
 

(5) 

 0, , ,i l i l   I L
 

(6) 

де E  – доступний обсяг фінансування; 

 i l    – вектор, компоненти якого задають 

розподіл l-го ресурсу між процедурами, що визна-

чають значення оцінок локальних критеріїв. 

Зміст виразу (1) в математичній моделі (1)–(6) в 

термінах багатокритеріальної оптимізації відповідає 

відомому виразу адитивного узагальненого критерію з 

однорідними локальними критеріями у вигляді віднос-

них значень, що передбачає отримання накопичу-

ваного сумарного ефекту. Отриманий вираз свідчить 

про інваріантність наведеної процедури, що викорис-

товується для пошуку компромісних рішень з адитив-

ним узагальненим критерієм. 

В загальному випадку отримання оптимальних 

значень оцінок локальних критеріїв під час вирішення 

задачі (1)(6) є самостійним завданням, вирішення 

якого залежить від особливостей предметної області. 

Однак можна виділити деякі загальні чинники, що 

визначають значення локальних критеріїв, викорис-

тання яких може бути застосовано для визначення 

компромісних рішень. 

Серед них насамперед слід назвати наявність 

доступних варіантів змін розглянутих претендентів 

рішення   ,i i P P I , які можуть відображатися у 

структурі та складі технологій, що використовуються, 

або організації функціонування, які мають певну 

вартість і забезпечують відповідні значення локальних 

критеріїв. Крім цього, слід враховувати доступні 

обсяги фінансування варіантів змін.  

Тоді постає задача розподілу обсягів фінансу-

вання для реалізації варіантів зміни стану претен-

дентів, що аналізуються, і які забезпечують макси-

мізацію значень локальних критеріїв та узагальненого 

критерію при обмеженні на обсяг фінансування. 

Позначимо i jpА   вартість   p-го  варіанту   зміни  

j-го претенденту для забезпечення значення i-го 

локального критерію, i jp   оцінка очікуваного зна-

чення i-го критерію при використанні p-го варіанту 

зміни j-го претенденту, , ,p i P I  0А E   до-

ступний обсяг фінансування варіантів змін.  

Будемо вважати, що j  J  та i  I  елементи 

множини p P  проіндексовані за зростанням 

значень. 

Введемо логічні змінні  ijpy : 1,ijpy   якщо 

використовується p-й варіант, і 0ijpy   в іншому 

випадку, , .p i P I  

В результаті  може  бути розглянута серія наступ-

них задач k = 1, 2, … для визначення нових значень 

локальних критеріїв з рівноважними станами, вико-

ристовуючи поступки та зміни розподілу ресурсів. 

Знайти  ijpyY , що забезпечує 

 
( )

max
k

i ijp ijp

i I j J p P

G r y
  

  
 

(7) 

при обмеженнях 

( )

1, , ,
k

ijp

p P

y i I j J


  
 

(8) 

( )

0 ,
k

i jp ijp

i I j J p P

А y A
  

 
 

(9) 

  ( )0, 1 , , , .k

ijpy i j p   I J P
 

(10) 

В математичній моделі задачі (7)–(10) використо-

вуються додаткові позначення: 

 ( ) ( 1) *( 1)\ : 1 ,k k k

ijpp y   P P P
 

де  *( 1)k

ijpy 
  розв'язання задачі (7)(10) на (k1)-й 

ітерації;  
(0)

P   вихідна множина введених варіантів змін. 

Висновки. Порівняння варіантів вибору альтер-

натив в підсистемах підтримки прийняття рішень 

потребує застосування методів багатокритеріальної 

оптимізації, які мають забезпечити прозоре обґрунту-

вання  оцінок рішень, що приймаються, з позицій вве-

дених локальних критеріїв з формуванням загальної 

оцінки якості претендентів вирішення задачі вибору. 

Існуючі підходи до формування загальної оцінки 

варіантів вибору орієнтовані на використання наявних 

особливостей виділених класів задач і втрачають 

ефективність при порушенні прийнятих припущень, 

які не виконуються для ряду практичних ситуацій. 

Запропонований підхід та математичні моделі 

дозволяють формувати оцінки рішень, що 

приймаються, використовуючи логічне обґрунтування 

обчислень з використанням векторної оптимізації 

рішень в задачах багатокритеріального вибору.  

Застосування процедур формування оцінок варі-

антів вибору в підсистемах підтримки прийняття 

рішень, що пропонуються в роботі, дозволяє форму-

вати підмножини Парето-оптимальних рішень, інтег-

рувати результати розрахунків з іншими процедурами, 

підвищуючи рівень їх достовірності та стійкості, що 

сприяє зростанню адекватності розрахунків умовам 

прийняття рішень. Результати аналізу дозволяють 

використовувати підходи, що пропонуються, для фор-

мування підмножини ефективних рішень у складі 

підсистем підтримки прийняття рішень, що забезпе-

чують оперативне управління динамічними процесами 

обслуговування та виробництва [14]. 
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