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ОПТИМІЗАЦІЯ ТРИВАЛОСТІ АУКЦІОНІВ ПРИ НАЯВНОСТІ ЧАСОВИХ ВИТРАТ 

У статті розглядається вплив тривалості конкурсних торгів на очікуваний дохід їх організатора. Подовження тривалості торгів двояко впливає 

на їх результати. З одного боку, це дозволяє залучити до участі в торгах більшу кількість учасників, і конкуренція між ними підвищує шанси 
аукціоніста на отримання кращої ціни. З іншого боку, затягування торгів затримує отримання грошей (для аукціонів) або необхідних товарів 

чи послуг (для тендерів), а час має цінність сам по собі. Вплив цих двох факторів, які діють у протилежних напрямках, наводить на думку про 

існування оптимальної тривалості процесу торгів. В роботі розроблено економіко-математичну модель проведення торгів, яка формалізує ці 
міркування та надає можливість визначення їх оптимальної тривалості. Прибуття учасників для участі в торгах розглядається як 

Пуассонівський процес. Кожний учасник характеризується власною оцінкою вартості виставленого на торги об’єкту. Ці оцінки вважаються 

незалежними випадковими величинами із спільним параметричним розподілом. В цих припущеннях теорема Майєрсона про еквівалентність 
доходу надає можливість прогнозувати очікувані результати аукціоніста в залежності від кількості учасників торгів незалежно від 

організаційної форми їх проведення. На цій основі можна порівняти переваги і витрати, пов’язані із збільшенням часу для прийому заявок на 

участь в торгах, що дає можливість визначити їх оптимальну тривалість. Отримані умови оптимальності мають змістовну і інтуїтивно 
зрозумілу економічну інтерпретацію. В практичних умовах для оцінки оптимальної тривалості конкурентних торгів запропоновано 

використання методів Монте-Карло на основі емпіричного розподілу цін попиту чи пропозиції. Практична реалізація запропонованого 

алгоритму може покращити економічні показники діяльності аукціоніста, що є особливо актуальним для державного сектору економіки. 
Ключові слова: аукціон, тривалість, оптимізація, прогнозування, торги, порядкова статистика, Пуассонівський процес  

Вступ. Проблема ефективного використання дер-

жавних коштів і матеріальних активів завжди привер-

тала значну увагу економістів, політиків, журналістів, 

громадськості. Одним із шляхів забезпечення ефектив-

ності державного сектора економіки є використання 

конкурсних механізмів господарської діяльності. 

Прикладами таких механізмів є аукціони та тендери, 

також відомі під загальною назвою «конкурсні торги». 

Аукціони визнані як один із найефективніших 

способів продажу продукції в умовах недосконалої 

конкуренції. Їх популярність значно зросла після того, 

як з появою електронних торгових майданчиків різко 

знизилися витрати на їх організацію та проведення. У 

державному секторі вони використовуються для прива-

тизації, оренди державного майна, продажу радіочас-

тот для телекомунікаційних мереж тощо. 

Ще більшого поширення набуло використання 

тендерів (зворотних аукціонів) для закупівель. У біль-

шості країн світу це основний інструмент для забезпе-

чення постачань товарів, надання послуг та виконання 

робіт у державному секторі. В Україні правила прове-

дення регламентуються Законом «Про публічні заку-

півлі» [1], який передбачає проведення електронних 

тендерів для всіх, крім найбільш тривіальних держав-

них закупівель (за деякими винятками). 

Найчастіше переможця конкурсних торгів обира-

ють за ціновим критерієм. 

Існує велика різноманітність процедур проведен-

ня торгів. Поширеними є англійські, японські та гол-

ландські аукціони, аукціони із закритими пропози-

ціями тощо [2]. Вибір конкретної процедури та певних 

організаційних параметрів (наприклад, початкової 

ціни) опосередковано впливає на стратегічну поведінку 

учасників торгів, що, у свою чергу, змінює очікувані 

результати аукціону. Задача оптимізації торгів полягає 

у виборі таких процедур і налаштувань, використання 

яких наводило б до найкращого результату для орга-

нізатора торгів або для суспільства в цілому.  

1. Аналіз літератури і постановка задачі. Серед 

важелів впливу на поведінку учасників торгів слід від-

значити: 

 встановлення стартової ціни аукціону;  

 схему винагороди (так, на більшості аукціонів 

ціна контракту дорівнює ставці переможця, але на 

аукціоні Вікрі вона встановлюється на рівні другої 

найкращої пропозиції);  

 плату за участь у торгах (у широкому розумін-

ні до неї також повинні входити витрати на підготовку 

тендерної документації, технічне забезпечення тощо);  

 величину кроку зміни ціни;  

 терміни проведення торгів тощо.  

Серед них перші два були всебічно вивчені в лі-

тературі з теорії аукціонів [35]. Впливу інших інстру-

ментів на результати торгів приділялося значно менше 

уваги. Стосовно строків проведення аукціону, в роботі 

[6] розглядалось питання, як кінцевий термін реалізації 

товару може вплинути на вибір продавця між його 

продажом за фіксованою ціною та проведенням порів-

няно дорогого аукціону. В роботі [7] досліджувалась 

проблема оптимальної тривалості аукціону в інститу-

ційному контексті фондових ринків. 

Метою даного дослідження є вдосконалення мо-

делі визначення оптимальної тривалості торгів, запро-

понованої автором у [8]. 

2. Модель проведення торгів при наявності 

часових витрат. Збільшення тривалості торгів має 

подвійний вплив на їх очікувані результати з точки 

зору організатора. 
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Вигода від використання конкурсних процедур 

створюється за рахунок залучення широкого кола по-

купців і продавців. Конкуренція між ними дає аукціо-

ністові можливість отримати кращу ціну. Подовження 

тривалості аукціону має призвести до збільшення 

кількості учасників, що, у свою чергу, покращить 

очікуваний результат. 

З іншого боку, таке затягування затримує отри-

мання грошей від реалізації продукції або придбання 

необхідних товарів, а час завжди має цінність сам по 

собі. Це також збільшує ризики, пов’язані з можливою 

зміною ринкових умов, і ускладнює планування. 

Компроміс між цими суперечливими міркуван-

нями можна формалізувати за допомогою наступної 

моделі. Для визначеності, розглянемо випадок аукці-

ону, хоча модель може бути застосована і до тендерів 

із мінімальними змінами. 

2.1. Загальна схема проведення торгів. Припус-

тимо, що продавець проводить аукціон для продажу 

одиниці товару за найвищою ціною. Заявки від потен-

ційних покупців, індексованих через i, приймаються 

протягом періоду часу [0, t]. При цьому аукціоніст несе 

витрати, пропорційні тривалості торгів: ( )C t ct . 

Кожен учасник торгів має певну резервовану ціну 

iv  (тобто максимальну ціну, яку він готовий сплатити 

за товар). Вона невідома ані покупцеві, ані іншим учас-

никам торгів. Проте, будемо вважати, що резервовані 

ціни окремих учасників є незалежними однаково 

розподіленими на інтервалі [0, V] випадковими 

величинами. Інтегральна функція цього розподілу 

( ) { }iF x P v x   є відомою всім учасникам. 

Кожний учасник надає аукціоністу свою цінову 

пропозицію ib , яка, вочевидь, має залежати від iv . 

Зокрема, із міркувань особистої раціональності 

випливає, що i ib v . Правила аукціону визначають, як 

обирається переможець і яку суму він сплачує: 
* *

1( ,..., ) ( , )nb b i p . Моделювання цього перетворення 

буде описано у наступному розділі.  

Нарешті, припустимо, що надходження пропози-

цій до аукціоніста підпорядковується процесу Пуассо-

на з інтенсивністю λ. Тоді ймовірність отримати рівно 

n заявок протягом часу t буде складати: 

 
( )

( , ) .
!

n tt e
n t

n






  (1) 

2.2. Моделювання поведінки учасників  торгів. 

Співвідношення між резервованими цінами покупців 

та їхніми пропозиціями залежить від схеми аукціону та 

є дуже складним питанням, яке було предметом інтен-

сивних досліджень в математичній економіці та теорії 

ігор протягом останніх 60 років. Наведемо стислий 

огляд теоретичних результатів, важливих для подаль-

шого викладу матеріалу. 

Два формати конкурентних торгів, які найчастіше 

використовуються в державному секторі,  це аукціони 

першої ціни із закритими пропозиціями (ПЦЗП) та 

англійські аукціони. На аукціонах ПЦЗП учасники 

подають свої заявки аукціоністу в закритому вигляді 

(історично, у запечатаних конвертах). У заздалегідь 

визначений час конверти розкриваються і  переможцем 

оголошується учасник, що запропонував найкращу 

ціну, яку він в результаті і сплачує. 

На англійських аукціонах аукціоніст встановлює 

стартову ціну. Учасники торгів можуть запропонувати 

кращу ціну (зазвичай із визначеним мінімальним 

підвищенням). Торги припиняються, коли залишиться 

лише один учасник або коли закінчиться відведений на 

торги час. Переможець сплачує запропоновану ним 

ціну. Це основний формат публічних закупівель 

(реверсивних аукціонів) в Україні, які проводяться в 

електронній формі за правилами, визначеними в [1]. 

Для виграшу в англійському аукціоні переможець 

має перебити ціну передостаннього учасника. Учасни-

кам доцільно продовжувати участь в торгах, доки їх 

резервована ціна перевищує поточну. Отже, якщо не 

враховувати дискретність зміни цін, виграшна ставка 

повинна дорівнювати другій зверху резервованій ціні 

учасників аукціону. 

У впливовій статті [9] В. Вікрі зауважив, що той 

самий результат можна отримати набагато простіше на 

аукціоні другої ціни із закритими пропозиціями 

(ДЦЗП), де переможець платить ціну, що дорівнює 

другій найбільшій з поданих пропозицій. Він також 

довів, що за такої схеми торгів домінуючою стратегією 

для всіх учасників є «відверта» стратегія, тобто подан-

ня пропозиції на рівні своєї резервованої ціни. Це 

також звільняє учасників аукціону від необхідності 

фізично бути присутнім на заході. 

На аукціонах ПЦЗП відверта стратегія не може 

бути оптимальною, оскільки вона призводить до 

нульового виграшу для всіх учасників торгів. Таким 

чином, ставки учасників будуть нижчими за їхні 

резервовані ціни. Найважливішим результатом теорії 

аукціонів є теорема Майєрсона про еквівалентність 

доходу [3]. Вона стверджує, що (за певних технічних 

припущень) очікувана ціна, яку покупець заплатить у 

всіх наведених вище схемах аукціону, буде однаковою. 

Більш того, аукціоніст не може розраховувати на 

отримання кращих результатів, використовуючи будь-

яку іншу можливу процедуру проведення торгів. Ре-

тельний розгляд цих результатів можна знайти в [10]. 
Теорема про еквівалентність доходу дозволяє 

абстрагуватися від специфіки аукціонних процедур, які 
фактично використовуються в тих чи інших умовах. 
Без втрати загальності можна припустити, що аукціон 
проводиться за схемою ДЦЗП, де учасникам торгів 
оптимально застосовувати відверту стратегію. Отже, 
ціна продажу дорівнюватиме другій найвищій резерво-
ваній ціні учасників торгів. 

2.3. Прогнозування продажної ціни. У теорії 

ймовірностей kте найменше значення ( )kx  випадково-

го вектору 1 2( , ,..., )nx x xx  відоме як  kта порядкова 

статистика. Якщо компоненти вектору х є незалежни-

ми та однаково розподіленими, то щільність розподілу 

kї порядкової статистики визначається як 

 

   

( )

1

!
( ) ( )

( 1)!( )!

( ) 1 ( ) ,

k

k n k

n
f x f x

k n k

F x F x
 

 
 

 

 (2) 
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де ( )F x  та ( )f x   інтегральна функція та щільність 

розподілу компонент вектору х, відповідно. 

Міркування, розглянуті в попередньому розділі, 

означають, що ціна продажу p є ( 1)n  ю порядковою 

статистикою ( 1)nv   вектору резервованих цін учасників 

торгів 1 2( , ,..., )nv v vv . З рівняння (2) випливає, що її 

щільність розподілу визначається як 

  2( , ) ( 1)[ ( )] 1 ( ) ( ),n

pf x n n n F x F x f x    (3) 

У формулі (3) мається на увазі, що 2n   (інакше 

( 1)nv   не визначено). Якщо 0n  , то немає жодного 

учасника торгів, а якщо 1n  , то немає конкуренції. У 

контексті державного сектору економіки українське 

законодавство передбачає, що в обох цих випадках 

торги мають бути скасовані та перенесені. Отже, буде-

мо вважати, що в обох цих випадках продукт не буде 

проданий і продавець не отримає доходу (але все одно 

буде нести витрати). 

На рис. 1 показана щільність розподілу ціни про-

дажу для рівномірного [0,1]U  (рис. 1, a) і нормального 

1 1
,

2 6
N


 
 

 (рис. 1, б) розподілу резервованих цін покуп-

ців. Параметри нормального розподілу обрано таким 

чином, щоби за правилом трьох сигм основна частина 

розподілу буде зосереджена на одиничному інтервалі і 

результати було легко порівняти із випадком рівно-

мірного розподілу. 

Для стандартного рівномірного розподілу 

( )F x x , ( ) 1f x   і пряма підстановка цих функцій у 

формулу (3) показує, що ціна реалізації p буде мати 

бетарозподіл з параметрами ( 1,2)n  . Для нормаль-

ного випадку розподіл продажної ціни не може бути 

вираженим в елементарних функціях і був розрахова-

ний чисельно. 

Як видно з графіків, збільшення кількості учас-

ників зміщує щільність ціни реалізації вправо, тобто в 

область вищих цін. 

Формула (3) дозволяє обчислити умовне очіку-

вання ціни закупівлі в залежності від кількості учас-

ників 2n   як 
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Наприклад, для стандартного рівномірного розпо-

ділу резервованих цін 
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 (5) 

за властивостями бетарозподілу. На рис. 2 показано 

очікувану ціну продажу як функцію кількості учас-

ників торгів і розподілу їхніх резервованих цін. 

Проте, кількість учасників торгів є випадковою 

величиною з розподілом, визначеним формулою (1), 

який в свою чергу залежить від тривалості аукціону. 

Поєднуючи формули (1) і (4), за законом повної ймо-

вірності отримуємо такий вираз для очікуваної ціни 

продажу як функції від тривалості торгів: 
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Зауважте, що підсумовування у формулі (6) почи-

нається з 2n  , оскільки для 2n   продукт не буде 

продано і дохід продавця дорівнюватиме нулю, як 

обговорювалося вище. 

 

 

а 

 

б 

Рис. 1. Розподіл продажної ціни в залежності від кількості 

учасників торгів для різних розподілів резервованих цін: 

а  рівномірний [0,1]U , б  нормальний (1/ 2,1/ 6)N  

 

Рис. 2. Очікувана ціна реалізації в залежності від кількості 

учасників торгів 

3. Оптимізація тривалості торгів. У термінах 

визначених вище змінних задачу оптимізації трива-

лості аукціону можна сформулювати так: 

 ( ) ( ) max.
t

V t p t ct    (7) 
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Перший додаток у наведеному вище виразі є зрос-

таючою функцією часу, обмеженою зверху значенням 

V. Другий додаток лінійно зростає з часом. Отже, існує 

єдине рішення цієї оптимізаційної задачі. На рис. 3 

показано цільову функцію для стандартного рівномір-

ного розподілу резервованих цін учасників торгів. 

 

Рис. 3. Визначення оптимальної тривалості торгів 

Необхідною умовою оптимальності для задачі (7) 

виглядає так: 

 
2

( ) ( , )
.nn

dp t n t
p c

dt t






 





 (8) 

 Формула (8) має досить стандартну економічну 

інтерпретацію: очікувана гранична вигода від збіль-

шення тривалості аукціону на одиницю часу повинна 

дорівнювати граничній вартості цього часу. 

Формулу (8) можна перетворити у наступний 

спосіб. З формули (1) випливає, що 
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Підставивши останнє співвідношення в формулу 

(9), отримаємо:  
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де вважається, що 1 0p  . Це дозволяє отримати більш 

змістовну інтерпретацію. Вираз у лівій частині форму-

ли (10)  це очікуваний приріст ціни продажу від наяв-

ності додаткового учасника аукціону. Для розподілу 

Пуассона величина, обернена інтенсивності λ, є серед-

нім інтервалом між подіями. Отже, вираз /c   у правій 

частині формули (10) є середньою вартістю очікування 

додаткового учасника торгів. Таким чином, оптималь-

на тривалість аукціону є такою, що очікуваний виграш 

від залучення до торгів додаткового учасника торгів 

дорівнює вартості часу на очікування цього учасника. 

Обчислення цільової функції в (7) вимагає знання 

розподілу резервованих цін покупців, отримати які 

може бути проблематично. Якщо є джерела інформації 

про діапазон прийнятних цін, такі як каталоги, оголо-

шення в соціальних мережах тощо, для оцінки очікува-

ної ціни реалізації може бути зручніше застосувати 

методи Монте-Карло. Маючи список цін, можна склас-

ти з неї випадкову вибірку з n елементів і взяти другу 

найвищу ціну як оцінку результату змодельованого 

аукціону. Повторення цієї процедури та усереднення 

результатів дадуть бажані оцінки. 

Висновки. У роботі запропонована економіко-

математична модель, яка дозволяє оцінити вплив три-

валості конкурсних торгів на їх очікувані результати 

для аукціоніста. На цій основі розроблено методику 

визначення їх оптимальної тривалості, застосовну для 

широкого кола організаційних механізмів проведення 

торгів. Отримані формули мають змістовну та прозору 

економічну інтерпретацію. В умовах недосконалої 

інформації про ринкове середовище прогнозування 

результатів торгів і оцінка оптимальних термінів їх 

проведення може бути здійснена за допомогою методів 

Монте-Карло. 

Запровадження методики сприятиме спрощенню 

та підвищенню ефективності конкурсних процедур, що 

є особливо важливим для державного сектору еконо-

міки в умовах військового часу. В комерційному сек-

торі модель може бути актуальною, зокрема, для он-

лайн аукціонів з розміщення реклами, які відбуваються 

на постійній основі у реальному масштабі часу [12]. 

Адаптація моделі до цього середовища є цікавою 

темою для подальших досліджень.  
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OPTIMIZATION OF THE AUCTION DURATION IN THE PRESENSE OF TIME-DEPENDANT COSTS  

This paper examines the influence of the duration of auctions or tenders on the expected gain of their organizer. Extending the duration of bidding affects 

auction results in two ways. On the one hand, it allows attracting a larger number of participants to the auction, and the competition between them 
increases the chances of the auctioneer to get a better price. On the other hand, delaying bids delays the receipt of money (for auctions) or required goods 

or services (for tenders), and time has value in itself. The influence of these two factors, which act in opposite directions, suggests the existence of an 

optimal duration of the bidding process. The paper develops a mathematical model of bidding, which formalizes these considerations and provides an 
algorithm to determine their optimal duration. The arrival of bidders willing to participate in the auction is modeled as a Poisson process. Each participant 

is characterized by his own assessment of the value of the object put up for auction. These estimates are assumed to be independent identically distributed 

random variables drawn from some parametric distribution. Under these assumptions, Myerson's revenue equivalence theorem makes it possible to 
predict the expected results of the auction as a function of the number of bidders, regardless of the auction rules. On this basis, it is possible to compare 

the benefits and costs associated with changing the duration of time for accepting applications for participation in bidding, which makes it possible to 

determine its optimal value. The obtained optimality conditions have a meaningful and intuitive economic interpretation. For practical applications, the 
use of Monte Carlo methods based on the empirical distribution of bid and ask prices is proposed. The practical implementation of the proposed algorithm 

can improve the economic performance of the auctioneer, which is especially relevant for the public sector of the economy. 
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