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ПРО ОДИН КЛАС НЕСТАЦІОНАРНИХ КРИВИХ В ГІЛЬБЕРТОВОМУ ПРОСТОРІ 

Стаціонарні випадкові процеси достатньо добре вивчалися протягом останніх років, починаючи з робіт А. Н. Колмогорова. Можливість 

побудування кореляційної теорії нестаціонарних випадкових процесів розглядалася в монографіях М. С. Ліфшіца, А. А. Янцевича, 

В. А. Золотарьова. Деякі класи нестаціонарних кривих досліджувалися В. Е. Кацнельсоном та ін. В даній роботі розглядалися нестаціонарні 
випадкові процеси як криві, які «слабо відхиляються» від випадкових процесів з кореляційною функцією спеціального вигляду. Вводиться 

інфінітезимальна кореляційна функція, яка за змістом є відхилення від випадкового процесу з даною кореляційною функцією. В роботі 

розглядаються нестаціонарні випадкові процеси у випадку, коли оператор процесу має одновимірну уявну компоненту, і коли оператор є 
дисипативним з дискретним спектром. Показано, що нестаціонарність випадкового процесу тісно пов’язана з відхиленням оператора від свого 

спряженого. Використовуючи трикутну і універсальну моделі несамоспряжених операторів, можна отримати представлення для кореляційної 

функції у випадку нестаціонарного випадкового процесу, яке заміняє представлення Бохнера – Хінчина у випадку стаціонарних випадкових 
процесів. Отримано вираз для інфінітезимальної функції для різних випадків спектра (дискретний спектр, розташований в верхній 

напівплощині, і безконтрастний спектр в нулі). Для випадку оператора з дискретним спектром інфінітезимальна функція може бути знайдена 

через спеціальну лямбда-функцію. Для лебегового простору комплекснозначних інтегровних з квадратом функцій отримано вираз для 
інфінітезимальної функції через спеціальну модіфіковану функцію Бесселя нульового порядку. Показано, що аналогічний підхід можна 

використовувати для еволюційно представимих послідовностей в гільбертовому просторі. 
Ключові слова: гільбертів простір, нестаціонарні випадкові процеси, кореляційна функція, інфінітезимальна функція, спряжений 

оператор, дисипативний оператор, спектр оператора, дискретний спектр, безконтрастний спектр.                                  

Вступ. Розглянемо комплекснозначний процес 

( )t  з ( ) 0M t   і кореляційною функцією  

 ( ) ( ), ( ).K t s Mξ t ξ s    

Кореляційна функція ( )K t s  задовольняє рів-

няння 

 0.
K K

t s

 
 

 
  

Це рівняння може бути покладено в основу 

виділення нових класів випадкових, у загальному 

випадку, нестаціонарних, процесів [1]. Стаціонарному 

випадковому процесу ( )ξ t  відповідає крива t  в гіль-

бертовому просторі ( )k
k

H V   [2–4], причому 

 ( , ) ( ), ( ) , .t sK t s Mξ t ξ s ξ ξ    

Таким чином, в рамках кореляційної теорії можна 

використовувати гільбертів підхід. Стаціонарному ви-

падковому процесу відповідає крива в просторі H   

 0 ,itA

tξ e ξ   

де A  –  самоспряжений, взагалі кажучи, необмежений 

оператор [2–4].  

Стаціонарні випадкові процеси в гільбертовому 

просторі вивчались, починаючи з робіт А. Н. Колмо-

горова [5]. Гільбертів підхід був положений в основу 

побудування деяких класів нестаціонарних процесів в 

монографії М. С. Ліфшица і А. А. Янцевича [1] та 

інших працях [6–9]. Якщо розглянути рівняння для 

кореляційної функції ( , )K t s  вигляду 
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де матриця I  задовольняє умову 
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і розглянути криві t  в просторі H , які задоволь-

няють рівняння 
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 ,t

t

dξ
iAξ

dt
   

де вже A A , то 

 2Im , .t s

K K
A ξ ξ

t s

  
   

  
  

Тобто нестаціонарність випадкового процеса 

тісно пов’язана з відхиленням оператора A  від свого 

спряженого A
 [1]. Використовуючи трикутну і уні-

версальну моделі несамоспряжених операторів, можна 

отримати представлення для ( , )K t s  у випадку неста-

ціонарного випадкового процесу, яке заміняє представ-

лення Бохнера – Хінчина у випадку стаціонарних ви-

падкових процесів. 

Мета і завдання статті. Надалі ( , )K t s  перед-

бачається неперервною, також існують частинні похід-

ні першого і другого порядку. В роботі В. А. Золо-

тарьова і А. А. Янцевича [6] було запропоновано 

моделювати t  в H  за допомогою рівняння 

 ,t

t

dξ
iAξ

dt
   

де ( )A t  – сімейство операторів.  Якщо ( , )K t s  задо-

вольняє рівняння 

 0,
K K

t s

 
 

 
  

то для ( )A t  отримаємо операторне рівняння Ріккаті: 

 
2 , (0) 0, .

A
A B A A A
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Випадок, коли ( )A t A , тобто не залежить від t , 

не розглядався. Дана стаття як раз і присвячена цьому 

випадку, причому A A , а ( , )K t s  задовольняє рів-

няння 

 

2 22 2

2 2
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K K A A
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Якщо ( , )K t s  може бути представлена у вигляді 

 
1 2( , ) ( ) ( ),K t s K t s K t s      

то  
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у іншому випадку  

 
2 2

2 2
0.

K K

t t

 
 

 
  

Введемо функцію  

 
2 2

2 2
( , ) .

K K
W t s

t s

 
 
 

 (1) 

Назвемо ( , )W t s  інфінітезимальною кореляцій-

ною функцією другого порядку. Надалі в якості t  

будемо розглядати еволюційно представлені криві t , 

які є розв’язками задачі Коші в гільбертовому просторі 

H [1, 9]  

 00
, .t

t t t

dξ
iAξ ξ ξ

dt 
   (2) 

Тобто 0

itA

t e  , де itAe  – операторна експонента, 

яка може бути представлена в інтегральному вигляді: 

  
1

0 0

1
.

2

itA λt

γ

e ξ e A λI ξ dλ
πi


    (3) 

Тут γ  – замкнений контур, що охоплює спектр 

оператора A [1, 3, 4]. 

Для таких кривих 
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i i

 
  

   
 

 (4) 

Якщо оператор A  має одновимірну уявну компо-

ненту [1], тобто 

 ; ,
A A

g g
i


  (5) 

де g  – каналовий елемент оператора A  [1], то  

 
1

( , ) , , ,t t sW t s ξ Ag g ξ g Ag ξ
i

         

 
2

,

1
( ) ( ),αβ α β

α β

I φ t φ s
i

    (6) 

де 
1g g ; 

2g Ag ; 

0 1

1 0
αβI

 
  
 

 – інволюція [1]. 

Розглянемо спочатку випадок, коли g  є власним 

вектором оператора A , тобто Ag λg . Тоді  

 0( , ) 2 ( ) ( ),W t s β φ t φ s   (7) 

де  

 
0 0 0 ,λ α iβ  0( ) , .iAtφ t e ξ g   

Якщо A  є дисипативним оператором з дискрет-

ним спектром [1], то 

 
0

1

( ) Λ ( ),k k

k

φ t f t




  (8) 
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де 
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– так звана спеціальна Λ -функція [1].  

Якщо  jλ  задовольняють умову [10] 

 
1

Im Im
,

j k

k j k

λ λ
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то 
1

( ) .k
iλ t

k

k

φ е C e




   

Якщо Ag λg , то 

 
1 0

1

( ) Λ ( ),k k

k

φ t f t




   

а для 
2 ( )φ t  маємо вираз 

 
2 0 0( ) , , .itA itAφ t e ξ Ag ξ e Ag



    

Далі, 

 
2

,Ag iA g i g g g iA g g g       

(це співвдношення випливає з умови операторного 

вузла [1]), 

 , .
A A

g g
i


   

Таким чином,  

 2 2

2 0 0 0( ) , , ,itA itA itAφ t ξ e iA g g g ξ e iA g g ξ e g
         

 
2

0 0, , .itA itAd
i ξ e g i g ξ e g
dt

 

   

Отже, 

2 2

2 1 0

1

( ) ( ) Λ ( ),k k

k

d d
φ t i i g φ t i i g f t

dt dt





   
        
   

   

якщо виконується умова (9). 

Хай тепер 
 
2

0,ξ l
H L  [3, 4], а оператор A  має 

вигляд 

 ( ) ( ) .

l

x

Af x i f y dy   (10) 

Тоді 

 
0

( ) ( ) ,

x

Af x f y dy     

і 

 
 
2
0,

, ,
lL

A A
f f g g

i


   

де 1g  [1]. 

У цьому випадку 

 1 0 1 0 0

0

( ) , ( ) (2 ) ,

l

itAφ t e ξ g ξ y I ty dy     

де 
0 ( )I z  – модіфікована функція Бесселя нульового 

порядку [1]. 
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ilφ t i ξ e x ilφ t iφ t

        

де  

 
2 0( ) , .itAφ t ξ e x

   

Далі, 
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2

itA itA

γ

e x e A λI xdλ
π

    

 1 1 2 2, , , , ,e e U e U e g g g g      

  
1

( , ),A λI x h x λ


     

 ,x A h λh    

звідки 

 1 ( , ) ( , ), (0) 0.h x h λh x λ h      

Отже, 

 

1
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0 0
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i
xx xi λx y x

iuλ λ
y e

h x λ e dy u e e du
λ λ i


   

         

Тоді 

 
1 1 1

1 .
2 2

xi
itλ ix

itA itλ λλ

γ γ

e x e e dλ e dλ
πi i πi


 

   
  

 
      

 
    

Використовуючи теорію лишків, остаточно отри-

маємо: 

 0 ( 2 ).tAe x I xt
     

Таким чином, 

 2 0 0 1

0

1 1
( ) ( ) (2 ) ( ).

l

φ t ξ y I ty dy φ y
i i

      

Шляхи подальших досліджень. Використовую-

чи універсальні моделі дисипативних операторів, мож-

на отримати подання для ( , )W t s  у випадку, коли [11] 

 dim .
A A

H r
i
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Аналогічний підхід можна використовувати для 

еволюційно представимих нестаціонарних послідов-

ностей в гільбертовому просторі, коли 

 0 ,n

nξ T ξ   

де T  – обмежений оператор , причому 

 dim( ) .I T T H r      

При цьому кореляційна різниця ( , )W n m  визна-

чається як 

 
2 2

( , ) ( , ) ( 2, 2) , .n mW n m K n m K n m I T T ξ ξ       

Якщо  

 , ,I T T e e    

 то 

 
2 2

( )I T T I T T T I T T T        

 
1 1 2 2, , , , ,e e U e U e g g g g       

де  

 1 2, .g e g U e    

Як і для випадкових процесів, кореляційна функ-

ція ( , )K n m  визначається як скалярний добуток в прос-

торі ξH : 

 
 
2
0,

( , ) , .
l

m n L
K m n ξ ξ   

Тоді 

 1 1 2 2( , ) Φ ( )Φ ( ) Φ ( )Φ ( ),W n m n m n m    

де 

 
1 0Φ ( ) , ,

n

n ξ T g

 
1

2 0 2Φ ( ) , Φ ( 1).
n

n ξ T g n
     

Використовуючи трикутну і універсальні моделі 

операторів стиску, можна отримати подання 
1Φ ( )n  для 

різних випадків спектра [7, 12]. 

Висновки. В роботі отримано вираз для інфіні-

тезимальної функції для різних випадків спектра. Якщо 

A  є дисипативним оператором з дискретним спектром, 

то функція ( , )W t s  може бути виражена через спеці-

альну Λ -функцію. В гільбертовому просторі 
 
2

0,l
L  інфі-

нітезимальна функція виражається через спеціальну 

модіфіковану функцію Бесселя нульового порядку. 

Також розглядається можливість використання гіль-

бертового підхіда для еволюційно представимих послі-

довностей.  

Автор виражає подяку проф. А. А. Янцевичу за 

постановку задачі, допомогу і консультації.  
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ON A CLASS OF NONSTATIONARY CURVES IN HILBERT SPACE 

Stationary random processes have been studied quite well over recent years starting with the works of A. N. Kolmogorov. The possibility of building 

nonstationary random process correlation theory was considered in the monographs by M. S. Livshits, A. A. Yantsevich, V. A. Zolotarev and others. 

Some classes of nonstationary curves were investigated by V. E. Katsnelson. In this paper nonstationary random processes are represented as curves in 
Hilbert space which "slightly deviate" from random processes with the correlation function of special kind. The infinitesimal correlation function has 

been introduced; in essence, this function characterizes the deviation from the correlation process with the given correlation function. The paper discusses 

the cases of nonstationary random processes, the operator of which has one-dimensional imaginary component. Cases of a dissipative operator with 
descrete spectrum are also considered in this work. It is shown that the nonstationarity of the random process is closely related to the deviation of the 

operator from its conjugated operator. Using the triangle and universal models of non-self-ajoint operators it is possible to obtain the representation for 

the correlation function in the case of nonstationary process which replaces the Bochner – Khinchin representation for stationary random processes. The 
expresson for the infinitesimal correlation function was obtained for different cases of operator spectrum: for the descrete spectrum placed in the upper 

half-plane and for the contrast-free spectrum at zero. In the case of dissipative operator with descrete spectrum the infinitesimal function can be found 

in terms of special lambda function. For Lebesque spaces of compex-valued squared integratable functions the expresson of infinitesimal function was 
found in terms of special zero order modified Bessel function. It was shown that a similar approach can be applied for the evolutionarily represented 

sequences in Hilbert spaces. 

Keywords: Hilbert space, nonstationary random processes, correlational function, infinitesimal function, conjugate operator, dissipative operator, 
operator spectrum, dissipative spectrum, contrast-free spectrum. 
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