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является адаптация методов современной теории управления к управлению квазистатическими процессами. Подробно рассмотрен линейный 
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Введение. Задачи управления сложными техно-

логическими процессами (ТП) в теплоэнергетике, 

металлургии и химической промышленности обычно 

осложнены значительными неопределенностями ма-

тематических моделей рабочих процессов объектов 

управления. В самом общем случае математические 

модели перечисленных технологических процессов, 

состоят из композиций подсистем дифференциальных 

уравнений (обыкновенных или в частных производ-

ных), дополненных между собой статическими свя-

зями [1–4]. Математические модели технологических 

процессов в форме дифференциальных уравнений 

позволяют моделировать как переходные, так и уста-

новившиеся режимы функционирования технологи-

ческого оборудования, соответствующие нулевым 

значениям производных, входящих в систему диффе-

ренциальных уравнений. Квазистатические математи-

ческие модели технологических процессов обладают 

тем достоинством, что они могут быть получены на 

основе экспериментальных данных методами плани-

рования экспериментов. Недостатком квазистатиче-

ских математических моделей управляемых процессов 

является их слабая приспособленность к методам 

современной теории управления, ориентированной на 

управление динамическими объектами. 

Целью настоящей работы является адаптация 

некоторых методов современной теории управления к 

управлению технологическими процессами, представ-

ленными квазистатическими математическими моде-

лями. 

Постановка задачи. Будем рассматривать неко-

торый технологический процесс, характеризующийся 

вектором технологических параметров mx R . Компо-

ненты вектора x  связаны между собой системой тех-

нологических уравнений 

   021 mk x,...,x,xf , pk ,1 , (1) 

полученных на основании различных физических 

законов и экспериментальных данных. Вектор x  

предполагается состоящим из двух составляющих 
nRx 1
 и 

nmRx 2
. Вектор 

1x  соответствует вектору 

выходных координат, характеризующих результат 

технологического процесса, а 
2x  представляет собой 

множество управляющих параметров, выбор которых 

определяет результат технологического процесса 
1x . 

Будем далее предполагать, что количество 

уравнений p  в системе (1) совпадает с размерностью 

n  вектора 1x , а размерность 1x  совпадает с размер-

ностью 2x . Таким образом, (1) задает неявное отобра-

жение  

 n n

G
R R  

Будем также предполагать, что G  гомеоморфно 

и существует обратное преобразование G . Математи-

ческую модель, удовлетворяющую перечисленным 

требованиям, будем называть нормальной и далее 

записывать в следующей форме 

   0, uxf ,  (2) 

где 1x x

  – вектор выхода технологического 

процесса; 2u x

  – вектор управляющих параметров; 

 uxf ,  – n -мерная вектор-функция. 

По отношению к технологической системе, пред-

ставленной математической моделью (2), сформу-

лируем две постановки основных задач управления 

технологическим процессом. 

Задача 1. Для заданного значения вектора выхода 
x  найти вектор управляющих параметров u  такой, 

чтобы выполнялось условие 

   0,  uxf .  

Эту задачу можно назвать задачей предваритель-

ной настройки параметров технологического процес-

са, и сводится она к решению системы уравнений (2) 

относительно вектора u  при заданном x x . 

Задача 2. Представляет собой задачу стабилиза-

ции технологической системы относительно выбран-

ного положения равновесия   ux , . 

Настоящая работа посвящена структурному и 

параметрическому синтезу системы стабилизации 

заданного положения равновесия, т. е. решению 

задачи 2. 

Выбор структуры системы стабилизации. 
Поскольку математическая модель вида (2) является 

приближенной и в процессе функционирования тех-

нологической системы имеют место параметрические 

возмущения, то естественно априори отказаться от 

рассмотрения регулятора, основанного на измерениях 
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возмущений, и в дальнейшем рассматривать регуля-

тор, основанный на принципе обратной связи. 

Как было отмечено ранее, методы теории управ-

ления ориентированы на использование математиче-

ских моделей управляемых процессов в форме диф-

ференциальных уравнений. 

В связи с этим введем в контур обратной связи 

интегрирующие звенья 

 u   .  (3) 

Таким образом, вместо управлений  tu  будем 

считать управлениями скорости изменения компонент 

вектора u , т. е. величину  . В связи с отмеченными 

обстоятельствами и сделанными предположениями 

будем рассматривать следующую структурную схему 

системы стабилизации положения рабочей точки 

технологического процесса (рис. 1). 

 

Рис. 1 – Структурная схема регулятора параметров технологического процесса. Р – регулятор, ИЗ – интегрирующее звено, 

ТП – технологический процесс 
 

Схема на рис. 1 является классической схемой 

системы автоматического регулирования, которую 

можно увидеть в любом учебнике по ТАУ. Однако, 

некоторые ее особенности, связанные со ста-

тичностью технологического процесса и наличием 

чистых интеграторов в цепи обратной связи, 

позволяют получить ряд частных результатов в 

области теории синтеза параметров систем 

управления. Ниже в рамках выбранной структуры 

системы стабилизации будет рассмотрена задача 

параметрического синтеза регулятора, 

обеспечивающего устойчивость и наилучшее качество 

стабилизации рабочей точки ТП. 

Линейно-квадратичная задача стабилизации 

рабочей точки ТП. Линейно-квадратичная задача 

оптимального управления (ЛКЗ) является одной из 

немногих задач теории управления, решенных в 

общем виде. Параметры регулятора, полученные в 

результате решения ЛКЗ, обеспечивают устойчивость 

замкнутой системы и необходимое качество 

переходных процессов, обусловленное выбором 

весовых матриц квадратичного критерия качества. 

Предварительно рассмотрим линейную статиче-

скую модель технологического процесса 
 

 

 Bux  , (4) 
 

 

где 
nx R , 

nRu , B  – невырожденная nn  мат-

рица, и поставим задачу стабилизации нулевого поло-

жения равновесия 0x , 0u   с интегральным квад-

ратичным критерием качества 
 

 

  
0

1

2

T TY x Qx R dt



    , (5) 

 

 

где Q и R положительные симметрические матрицы; 

а 
nR  – вектор управлений, связанный с управ-

ляющими переменными соотношением (3). 
 

Соотношения (4) и (3) можно заменить тради-

ционной системой дифференциальных уравнений в 

форме Коши, представляющей собой стандартный вид 

объекта управления в пространстве состояний 

 x B  . (6) 

Воспользовавшись общеизвестным методом 

решения данной задачи оптимизации [5], получим 

закон управления в виде 

 1 TR B Px Kx    , (7) 

где 
1 TK R B P   – матричный коэффициент 

усиления; а Р – положительное решение матричного 

уравнения Риккати, принимающего для данной задачи 

следующий вид: 

 
1 TPBR B P Q  . (8) 

Полученное уравнение (8) отличается от общего 

вида уравнения Риккати отсутствием линейных 

слагаемых в связи с нулевой матрицей динамики. Для 

его решения воспользуемся следующим приемом. Без 

ограничения общности будем считать симмет-

рическую матрицу 
1 TBR B

 единичной, поскольку, как 

известно из теории матриц [6], всегда можно выбрать 

линейное преобразование координат y Tx  такое, что 

в новом базисе рассматриваемая матрица будет еди-

ничной, а матрица Q  преобразуется в Q . 

Таким образом, вместо уравнения (8) будем 

рассматривать уравнение  

 
2P Q . (9) 

Для решения (9) воспользуемся спектральной 

теоремой [7]. Пусть 1 2, ,..., n    – спектр матрицы Q , 

а 1 2, ,..., nu u u  и 1 2, ,..., nv v v  – квазибиортогональные 

системы правых и левых собственных векторов. Тогда 

ее спектральное представление имеет вид  

 
1

n

i i

i

Q G


  , (10) 

где 
T

i i iG u v  ( 1,i n ) – сопутствующие матрицы. 

Поскольку все 0i   в силу положительности 

матрицы Q , то в соответствии с [7] решение (9) имеет 

вид  



 
1

n

i i

i

P G


  . (11) 

Полученное решение положительно, а, следова-

тельно, является искомым решением уравнения 

Риккати. 

Рассмотрим теперь замкнутую систему стаби-

лизации нулевого положения равновесия с управ-

лением (6). Система уравнений замкнутой системы 

стабилизации запишется как 

 1 Tx BR B Px   (12) 

Проанализируем качественную структуру пере-

ходных процессов в однородной линейной системе 

(12) при ненулевых начальных условиях. Для этого 

представим (12) в виде 

 0Fx Px  , (13) 

где матрица 
1 1( )TF BR B   представляет собой поло-

жительную симметрическою матрицу. 

Из теории матриц [6] известно, что существует 

линейное преобразование координат x Yy такое, что 

матрицы FYY T
 и PYY T

 одновременно принимают 

диагональный вид: 

 EFYY T  ,  1 2diag( , ,..., )T

nY PY     ,  

где k  – корни характеристического уравнения 

пучка квадратичных форм с матрицами P  и F  

 0P F  . (14) 

Таким образом, в системе координат y  вектор-

ное уравнение (13) распадается на n  независимых 

дифференциальных уравнений первого порядка 

 k k ky y  , 1,k n , (15) 

где все числа 0k  . 

Поскольку решения уравнений (15) имеют вид 

 
0 k t

k ky y e


 , (16) 

где 
0

ky  – начальные условия, то переходные про-

цессы по всем компонентам вектора x  также имеют 

апериодический характер. 

Вернемся теперь к задаче стабилизации ненуле-

вой рабочей точки технологического процесса. Тогда 

схеме на рис. 1 будет соответствовать следующая 

система уравнений: 

 x Bu , u   , K   , *x x   , (17) 

которая после несложных преобразований примет вид 

 BK   . (18) 
 

Система (18) оптимальна в смысле интегрального 

квадратичного критерия качества 
 

  
0

T TY Q R dt



      , (19) 

 

а вектор выхода x  апериодически стремится к задан-

ной рабочей точке x . 

Как видно из предыдущего рассмотрения, опти-

мальный регулятор переходных процессов основан на 

измерении всех компонент вектора x . Рассмотрим 

случай, когда в процессе управления измеряется 

вектор 
lRy   

 

 y Cx , (20) 
 

где C  –  nl   матрица измерений. 

В теории управления для восстановления вектора 

x  по измерениям y  обычно используются наблюдаю-

щие устройства. Полноразмерный наблюдатель 

вектора состояния системы (6) по измерениям (20) в 

соответствии с [8] описывается следующей системой 

дифференциальных уравнений 
 

  ˆ ˆx L y Cx B    , (21) 
 

где ˆ nx R  – оценка вектора x . 

Из (21) следует, что при любом выборе матрицы 

наблюдателя L  невозможно получить асимптотиче-

скую сходимость оценки x̂  к x , поскольку nn  мат-

рица динамики наблюдателя ( )LC  представляет 

собой произведение двух прямоугольных матриц, 

каждая из которых имеет ранг l n , а, следовательно, 

матрица LC  всегда вырождена. 

Рассмотрим случай, когда непосредственному 

измерению доступны некоторые линейные комбина-

ции (или отдельные компоненты) вектора выхода 
 

 y Cx ,  
lRy  (22) 

 

и вектора входа 

 z Du ,  
lnRz  . (23) 

Для восстановления вектора x  по измерениям y  

и z (22) и (23) подставим (4) в (22). В результате 

получим систему линейных уравнений относи-

тельно u  
 

 
CB y

u
D z

   
      

   
. (24) 

 

Таким образом, критерием наблюдаемости 

вектора u  по y , z  является неособенность матрицы 

системы (24) 

 0
CB

D
 . (25) 

 

Вектор x  находится из следующего соотношения 
 

 

1
CB y

x B
D z


   

       
   

. (26) 

 

Стабилизация рабочей точки нелинейного ТП. 
Вернемся к исходной задаче – стабилизации рабочей 

точки   ux ,  статической системы (2) с интегриру-

ющим регулятором (3). Сведем задачу к уже решен-



ной ЛКЗ. Для этого продифференцируем систему (2) в 

окрестности рабочей точки ТП. В результате получим 

следующую систему линейных дифференциальных 

уравнений с постоянными коэффициентами 

 

1

f f
x

x u


    

    
    

, (27) 

где 
x

f




 и 

u

f




 – матрицы Якоби, вычисленные в 

рабочей точке ,x u 
. 

Применяя к (27) методику синтеза матричного 

коэффициента усиления в контуре обратной связи, 

получим устойчивую линейную систему. Поскольку 

последняя является системой первого приближения к 

исходной нелинейной, то в соответствии с известной 

теоремой Ляпунова об устойчивости по первому 

приближению исходная нелинейная система в точке 

,x u 
 также будет устойчива. 

Выводы. Полученные результаты позволяют 

сделать следующие выводы: 

– использование интегрирующего регулятора 

положения равновесия многомерной статической 

системы, синтезированного на основе решения ЛКЗ 

оптимального управления, позволяет обеспечить 

асимптотическую устойчивость процесса стабили-

зации для любых положительных матриц критерия 

качества; 

– предложенная система стабилизации рабочей 

точки технологического процесса работоспособна 

только в случае использования информации о всех 

компонентах вектора выхода; 

– информация о векторе выхода может быть 

получена на основе измерений различных компонент 

вектора входа и вектора выхода при выполнении 

критерия наблюдаемости (25). 
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